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(G, 1) je jednostavni kona¢ni neusmjereni tezinski graf,
gdjeje G = (V, B).

D4V ={1,2,3,...,n} je skup vrhova.
B skup bridova {i, j}, 7,5 € V, s teZinama bridova
t({z,7}) € R,

Definicija 1 Matrica susjedstva grafa G jen X n
matrica W = |w;|, gdje je

Wij = {t({i’j})’ ako je {1,j} € B,

0, inace.
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Primjer grafa (G,,.;)
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Rez particije

Neka su Vi, Vo C V, V4, V5 # (). Definirajmo

ZEVl,]EVé
n
E(i) =) wy
j=1
1
tV) =rez(Vi,V) =) ti=» > w;
1€V eV geVv
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Ciljne funkcije particioniranja

Razmjerni rez:

rez(Vi, Va) | rez(Vi, V3)

R(Vi,Vy) =
W Ve) == A

Normalizirani rez:

rez(Vi, Va) | rea(Vi, Va)

R ()
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Rez vs. razmjerni i normalizirani rez

Lijeva particija: Desna particija:

rez(Vi,Va) = 2 rez(V{,Vj) =3
R(V1,V2) = 2 + 2 =218 RV{,Vj)=3+3=1
NV, Vo)=2+2 =104 NV, Vj)=2+2 =023
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Teorem 1 (Papadimitrou, 1997) Problem
normaliziranog reza grafa je NP-teZak.

Drugim rijeCima, problem razmjernog 1 normaliziranog
reza najvjerojatnije nisu rjesivi egzaktnim algoritmom u

polinomnom vremenu.
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Definicija 2 Laplacijan L = L = |l;;] grafa G je realnan x n
matrica, s jednim retkom i stupcem za svaki vrh, takva da je
r n . .
Z Wik 51 =]
k=1
lij:<_wij i #j, ) € B

0 . inace

\

Neka je I |V'| x | B| matrica incidencije grafa GG u kojoj svakom vrhu
grafa odgovara jedan redak, a svakom bridu jedan stupac. U stupcu
koji odgovara bridu {7, j} sve su vrijednosti 0, osim u ¢-tom i j-tom

retku, gdje suredom ,/w;; 1 —.,/W;;.
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Laplacijan i matrica incidencije grafa GG,

V2 V32 0 0 0 0 0 0 0 0
—/2 0 0 V7 0 1 0 0 0 0 0
0 —/3 0 0 vV3i 0 V2 o1 0 0 0
Ig = 0 0 —2 /7 =3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 —1 0 0 V7 0 V3
0 0 0 0 0 V2 0 V7T V5 0
0 0 0 0 0 0 0 -1 0 —/5 -3
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Teorem 2 Laplacijan L = L grafa G ima sljedeéa svojstva:

(i) L=D — W, gdje je W matrica susjedstva, i D dijagonalna
n
matrica teZina vrhova (d; = > w;;, 1 =1,...,n);
j=1
(ii) L =111,
(iii) L je simetricna, pozitivno semi-definitna matrica. Sve

svojstvene vrijednosti od L su realne i nenegativne, i L ima

puni skup od N realnih ortogonalnih svojstvenih vektora,
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Svojstva Laplacijana (2)

(iv) L1=0,zal=1[1,...,1]%. 0 je svojstvena vrijednost matrice

L i1 je odgovarajuci svojstveni vektor;

(v) Ako graf G ima c komponenti povezanosti, onda L ima c

svojstvenih vrijednosti jednakih 0;

(vi) Za svaki vektor x € R" je

x! Lx = Zwij (x; — .l“j)2 ;

i<j
(vii) Za svaki vektor x €R" i skalare o, 3€R je

(ax + 81)" L (ax + 81) = o®xT Lx.
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Normalizirani Laplacijan

Definicija 3 Normalizirani Laplacijan L, = |l,,,] grafa
GG je realna n X n matrica, s jednim retkom i stupcem za
svaki vrh, takva da je

1 =7

lnij: \/TMM 72#]’{?’7]}EB.

0 , ilnace
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Normalizirani Laplacijan grafa &,
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Teorem 3 Najvecéa svojstvena vrijednost \,, Laplacijana
L zadovoljava
)\n S 2 1max dz’z’,

1=1,--,n
n
dii — Z Wij, 1 = 1, ey T
j=1

Teorem 4 Za spektar normaliziranog Laplacijana
vrijedi

o(L,) C|0,2]
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Diskretna formulacija problema

Neka je m = {V1, V4 } particija skupa V. Particiju odreduje vektor y

zadan s
zat1 € V)

N | —

Yi = ,
za1 € Vo

1
2

Problem razmjernog reza:

1 9
1111 — (yz — y]) ’lUij
lyT1|<8

Problem normaliziranog reza:

, 1
1111 — Z (yz — yj)Z ’lUij

ly'D1|<p
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Relaksacija problema

Relaksirani problem razmjernog reza:
min y’ Ly
yelR"™
T1|< 28

ly 1|§\/ﬁ
y'y=1

Relaksirani problem normaliziranog reza:

min  y! Ly
yelR™
T _B_
y" D1|<—==
y'Dy=1
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RjesSenje relaksacije problema (1)

Teorem 5 Neka je A € R™™" simetricna matrica sa svojstvenim
vrijednostima A\ < Ay < A3 < --- < A\, i odgovarajucim
ortonormiranim svojstvenim vektorima v\, viZ . ... vI". Tada, za
fiksni 0 < o < 1, problem

min y' Ay

lyTvil|<a
yly=1

ima rjesenje y = +avlll £ /1 — a2vZ2.
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RjesSenje relaksacije problema (2)

Korolar 1 Za 0 < § < 3 problem razmjernog reza grafa G

min y’ Ly
ycR™

yT1< 22
yly=1

ima rjesenje
9 2
y = LY 4ﬁ—2v[2],
n\/M n

gdje je v Fiedlerov vektor Laplacijana grafa G.
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RjesSenje relaksacije problema (3)

Korolar 2 Za 0 < 8 < v0n HDél

problem normaliziranog reza
2

grafa G
min  y' Ly
yeRn
T _B_
y* D1|< 2=
y!' Dy=1
ima rjesenje
2
o p — % (2]

_ [) 2

+ 1+ g
VoDt N n ot
2 2

y:

gdje je D~ 2wl normalizirani Fiedlerov vektor normaliziranog
Laplacijana.
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Prema definiciji particijskog vektora, skupovi Vi 1 V5 su
sada odredeni s

={i:-ve (@) <0}, o={:vE@) >0l )

u nenormaliziranom, odnosno s

= {i: D w3 (i) <0}, Voa={i: D 2wl (i) >0}
(2)

u normaliziranom slucaju.
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Komponente Fiedlerovog vektora grafa GG,
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. Za zadanu matricu susjedstva W 1zraCunaj matricu
tezina vrhova D, 1 Laplacyjan L = D — W;

. Izradunaj drugi svojstveni vektor matrice L, v1%;

. Rekonstruiraj particiju prema predznacima

komponenti vektora v
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1. Za zadanu matricu susjedstva W 1zraCunaj matricu
tezina vrhova D, 1 normalizirani Laplacijan

L,=D"z(D—W)Dz;

2. Izradunaj drugi svojstveni vektor matrice L,,, w'? i
vektor z12 = D awl2l:

3. Rekonstruiraj particiju prema predznacima
komponenti vektora z!?.
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Razmjerni rez vs. normalizirani rez (1)

Matrica susjedstva
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Spektralno biparticioniranje grafa — p.25/31



Ayl 1!

Laplacijan RS
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Normalizirani Laplacijan
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Dva koncentricna prstena (2)
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1. Biparticiyskim algoritmom odredi optimalnu
biparticiju skupa V'; Postavi brojac k., = 2;

2. Provjeri je i k,,,, = k. Ako nije,

- za svaku podskupinu skupa V' odredi optimalnu
biparticiju;

- medu dobivenim (k,,,, + 1)-particijama odaberi
onu s najmanjom vrijednoScCu ciljne funkcije;

- postavi kyom = Kpom, + 11 ponovi korak 2.

3. Stani.
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Primjer k-particioniranja
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