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1.1 Vektorska funkcija skalarne varijable

Neka V{y oznacava skup svih radijus-vektora u pravokutnom koordinatnom sustavu (O, i, j, k) [M1,
poglavlje 3.4],

R
Vo = {OM | M = (z,y,2) € R3}.
Definicija 1.1 Vektorska funkcija skalarne varijable (krace: vektorska funkcija) je svaka funkcija

w: D — V), D CR"™

Za svaku tocku t € D je w(t) radijus-vektor pa ga mozemo razloziti po komponentama:
w(t) = we(t) i+ wy(t)j+ w.(t) k. (1.1)
Komponente vektorske funkcije su prema tome tri funkcije n varijabli,

Wey Wy, Wz : D — R.

Za razliku od funkcija jedne ili vise varijabli koje smo razmatrali u kolegijima Matematika 1 i
Matematika 2, vektorske funkcije nemaju graf u klasicnom smislu te rije¢i. Umjesto toga definiramo
hodograf ili trag vektorske funkcije w kao skup svih tocaka koje opisuju vrhovi radijus-vektora w(t)
kada t poprima vrijednosti iz domene D.
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Primjer 1.1 i) Za n = 3 mozemo promatrati vektorsku funkciju w(7T') koja svakoj tocki u prostoru
pridruzuje vektor koji opisuje smjer i iznos strujanja zraka (vjetra) u toj tocki.

ii) Posebno nas zanima slu¢aj kada je n = 1, odnosno kada je D C R. Izrazom
w(t) =cosmti+ 2sinntj+ 2tk, teR,

zadana je cilindriéna elipticka spirala. Krivulja lezi na plastu eliptickog cilindra [M2, poglavlje
3.4.5]

2
2, Y
J 1
z° + 1 ,
a sastoji se od tocaka (z(t),y(t),z(t)) gdje je
z(t) = cosmt, y(t)=2sinwt, z(t)=2t.

Ovo je ujedno i primjer parametarskog nacina zadavanja prostorne krivulje.

Zadatak 1.1 Izracunajte vrijednsti vektorske funkcije iz primjera 1.1 ii) za ¢t = 0,1/2,1,3/2,2,—1/2.
Zadanu spiralu prvo skicirajte, a potom nacrtajte pomoc¢u programa NetPlot.

Od sada nadalje pretpostavit ¢emo da je n = 1, odnosno D C R.

Definicija 1.2 Vektor a je limes vektorske funkcije w : D — Vj u tocki tg,
a= tl;rgz w(t),
pri ¢emu je t € (t1,t2) C D, ako
(Ve > 0) (30 > 0) takoda |t —tg] <= |w(t)—a|<e.
Ova definicija je formalno jednaka definiciji limesa funkcije jedne varijable [M1, definicija 4.5], s
time $to |w(t) — a| oznacava duljinu vektora w(t) — a odnosno udaljenost vektora w(t) i a: ako je

w(t) zadan s (1.1) i
a=azi+ayj+ak,

onda je [M1, poglavlje 3.6]

(w(t) —al = \/(wx(t) = ag)? + (wy(t) — ay)? + (w(t) — az)*.

Napomena 1.1 Iz definicije 1.2 takoder slijedi

ay = lim wy(t),

t—to
a= tlgﬁ) w(t) < ¢ G tlg% wy(t),
a; = lim w, ().

Iz ovog rastava po komponentama i definicija skalarnog i vektorskog produkta (vidi [M1, poglavlje 3.9]
i [M1, poglavlje 3.10]) slijede standardne tvrdnje o limesu zbroja i produkta: ako svi limesi postoje,
onda vrijedi

lim (w + u)(t) = lim w(t) + lim u(?),

t—to t—to t—to
. ‘ o i
Jim (w - u)(¢) = lim w(t) - lim u(?),

tl;r&(w xu)(t) = thj% w(t) x tlgltlo u(t).


http://lavica.fesb.unist.hr/netplot
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Nakon §to smo definirali limes, prirodno slijedi definicija neprekidnosti koja je identi¢na onoj iz
[M1, poglavlje 4.4].

Definicija 1.3 Funkcija w : D — V4 je neprekidna u tocki tg € D ako i samo ako je

lim w(t) = w(tp).

t—to
Funkcija w je neprekidna ako je neprekidna u svakoj tocki t € D.
Iz definicije neprekidnosti slijedi da je vektorska funkcija neprekidna ako i samo ako su njene

komponente w,, w, i w, neprekidne funkcije. Na primjer, funkcija w iz primjera 1.1 ii) je ocito
neprekidna.

Napomena 1.2 Defincije 1.2 i 1.3 vrijede i kada je n > 1, s time $to u definiciji 1.2 umjesto |t —tg| < §
uzimamo otvorenu kuglu oko tocke tg, odnosno pisemo ¢t € K (to,9) (vidi [M2, definicija 3.4]).

1.2 Derivacija vektorske funkcije

Definicija 1.4 Derivacija vektorske funkcije w : D — Vj u tocki tg je limes

w'(t) = lim w(t) —w(t)

t—to t— to ’

ako taj limes postoji. Na ovaj na¢in definirali smo novu funkciju w’(t) koju zovemo derivacija funkcije
w. Funkcija w je derivabilna ako ima derivaciju u svakoj tocki t € D.

Za prikaz po komponentama vrijedi
w'(t) = wi(t) i+ wy () + wi(t) k,

Sto se vidi uvrstavanjem prikaza 1.1 u gornji limes. Drugim rije¢ima, funkcija w ima derivaciju u tocki
t ako i samo ako sve njene komponente imaju derivaciju u tocki .

Sliéno kao u [M1, poglavlje 5.1], derivaciju takoder mozemo definirati pomocu izraza

Primjer 1.2 Neka je
s(t) =cosmti+ 2sinwtj+2tk, ¢>0,

jednazba gibanja materijalne tocke. Brzina v(t) i ubrzanje a(t) te tocke u trenutku ¢ su dani s

v(t) =s'(t) = —wsinwti+ 2w cosmtj + 2k,

s”(t) = —n? cosmti— 2n? sin 7t j.

O
~—~
~
S~—
I
<
~
—~
~
N~—
I

Primijetimo da je k komponenta ubrzanja jednaka nuli, $to je logi¢no je je komponenta gibanja u
smjeru k linerana pa nema promjene brzine.
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Teorem 1.1 Neka su w,u : D — Vj derivabilne vektorske funkcije i neka je f : D — R derivabilna
(skalarna) funkcija. Vrijedi

i) (Aw + pu) = Aw’ 4 pu’, VA p € R,
i) (fw) = fw + f,

iii) (‘;’) — W uz f#0,

w) (w-u) =w -u+w-u,

v) (wxu)=w xu+wxu.

Dokaz. Tvrdnje se dokazuju direktno pomocéu definicije derivacije.

v) Vrijedi
(W % U)/(t) — Alilgo (W X u)(t + AAtZ B (W X Ll)(t)
. w(t+ At) x u(t + At) — w(t) x u(t)
= lim
At—0 At
I w(t) x u(t + At) — w(t) x u(t + At)
+ ATS0 At
~ lim (w(t+ At) —w(t)) x u(t + At)
 At—0 At
. w(t) x (u(t+ At) —u(t))
+ Alglo At '
|

Zadatak 1.2 Dokazite jo§ barem jednu tvrdnju teorema 1.1.

Diferencijal definiramo sli¢no kao kod funkcije jedne varijable [M1, poglavlje 5.2]:
dw(t) = w'(t)dt.
Teorem 1.1 vrijedi i za diferencijale.

Formulu za derivaciju slozene funkcije daje nam sljedeéi teorem kojeg navodimo bez dokaza.

Teorem 1.2 (Derivacija slozene funkcije) Nekajew : D — Vy i@ : D1 — R, pri ¢emu je ¢[D1] C D.
Ako su funkcije w i ¢ derivabilne, onda je

dw(e(t))) _dw de _ /
T:@‘Ezw(sﬁ)‘@(t)-
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1.3 Integral vektorske funkcije

Definicija 1.5 Derivabilna vektorska funkcija u: D — Vj je primitivna funkcija vektorske funkcije w
na skupu D C R ako je
u'(t) = wi(t), Vt € D.

Integral vektorske funkcije w na segmentu [a, b] C D je vektor

b
/w(t) dt = u(b) — u(a).

Kazemo da je w integrabilna na segmentu [a, b]. Ako zapisujemo po komponentama, onda je

b b

/bw(t) dt:i/wx(t)dt +j/wy(t) dt+k/bwz(t) dt.

a a

Primitivne funkcije se medusobno razlikuju za konstantni vektor. Nadalje, sli¢cno kao u [M2, teorem
2.3], svaku primitivnu funkciju mozemo dobiti pomoéu

u(t) = /W(:U) dx (1.2)

to

za neki tg.

Teorem 1.3 (Svojstva integrala vektorske funkcije) Neka su funkcije w, v i ¢ integrabilne na seg-
mentu [a,b] C D C R. Tada vrijedi:

S1. svojstvo linearnosti,
b b b
/(Aw(t) + pv(t)) dt = )\/w(t) dt + u/v(t) dt,

S2. nejednakost trokutal

/b w(t)dt| < /b w(t)] d,

S8. i dvije formule za parcijalnu integraciju

b

b
/w(t) v'(t)dt = w(b) - v(b) — w(a) - v(a) — /W'(t) -v(t) dt,
b

b
/@(t)w/(t) dt = p(b)w(b) — p(a)w(a) — /w'(t)W(t) dt.
a a
'Ovdje | - | oznacava duljinu vektora. Na lijevoj strani nejednakosti se radi o integralu vektorske funkcije, dok se na

desnoj strani radi o odredenom integralu.
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Primjer 1.3 Ubrzanje materijalne tocke zadano je jednadzbom
a(t) =6tc; +2ca,
gdje su ¢; i cp konstantni vektori i t > 0. Zelimo naéi jednadzbu gibanja te tocke uz pocetne uvjete

s(0) =01 v(0) = 0 (u trenutku ¢t = 0 tocka krece iz ishodista iz stanja mirovanja). Kako je brzina
v(t) primitivna funkcija ubrzanja, prema formuli (1.2) za neki konstantan vektor v vrijedi

t
/a ) dx + vy.
0

Dakle,

t
+ vy = 3t%c; + 2t cy + vo.
0

t
2

/ (6xcy + 2co)dx + v = <6$201+2x02>

0

Iz pocetnog uvjeta slijedi v(0) = vo = 0 pa je
v(t) = 3t%c; + 2tco.

Slicno, ze neki konstantan vektor sy vrijedi

t
/v ) dz + sp,
0

odnosno
t
= /(33:201 +2xco)dr+s9 = 3¢y +t2co + sp.
0

Iz pocetnog uvjeta sada slijedi s(0) = sp = 0 pa je konacno
s(t) = t> ¢y + tcy.
1.4 Skalarna i vektorska polja
U ovom poglavlju je D C R3, dok sa V7 oznacavmo skup svih radijus-vektora u sustavu (7,1, j, k).

Definicija 1.6 i) Skalarno polje je svaka funkcija U : D — R.

ii) Vektorsko polje je svaka funkcija w : D — V', gdje je V.= UpepVr i w(T') € V.

Ako toc¢ka T ima u koordinatnom sustavu S = (O, 1, j, k) zapis T' = («, y, z), onda je skalarno polje
zadano funkcijom tri varijable

U(T) = U(.ﬁU,y,Z) = f($7y>z) :Dg — Rv
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pri ¢emu je Dg opis skupa D u sustavu S. Vektorsko polje zadano je s
W(T) - wl‘(x7 y7 Z) i + U)y(fL', y7 Z)j + wz(x7 y7 Z) k7

pri ¢emu se vektor w(7') nanosi iz tocke T'.

Ako promijenimo koordinatni sustav, onda se polje naravno ne mijenja, ali se mijenja funkcija f
(funkcije w, wy i w,) s kojima je polje opisano. Osnovna svojstva polja (neprekidnost i diferencija-
bilnost) ne ovise o izboru koordinatnog sustava.

Radi jednostavnosti ¢esto ne pravimo razliku izmedu polja U i funkcije f. Takoder, ¢esto sve pro-
store radijus-vektora Vp identificiramo s Vp, odnosno sve radijus-vektore w(7') nanosimo iz ishodista.

Definicija 1.7 Skalarno polje U je neprekidno (diferencijabilno) ako je njegov predstavnik funkcija
f : Ds — R neprekidna (diferencijabilna).

Vektorsko polje w je neprekidno (diferencijabilno) ako su takve sve njegove komponente wy, wy, w :
Dg — R.

Primjer 1.4 a) Neka je D slup svih tocka visoke peéi i neka je U skalarno polje u kojem U(T') oznacava
temperaturu tvari u toc¢ki 7' u danom trenutku.

b) Izrazom
z
Ulr,y,2) = 5
@9.9= 5o
zadano je skalarno polje
U:R3\{(0,0,2): 2z € R}

koje je neprekidno i diferencijabilno na podrucju definicije.

c) Neka je D skup svih tocaka zemljine atmosfere, a w neka je vektorsko polje koje tocki T' € D
pridruzuje brzinu strujanja zraka w(7') u toj tocci u danom trenutku.

d) Neka je g(z,y, z) iznos gravitacije u tocki T' = (z,y, z) u sustavu S = (O, 1, j, k), gdje je = srediste
zemlje. Iznos gravitacije se lagano mijenja s obzirom na udaljenost od sredista zemlje pa polje g
nije konstantno. Nadalje, neka je w vektorsko polje u istom sustavu zadano s

—T

w x?y7z = 7

o ) Va2 +y? + 22
—Y

w nyJZ = b

(:,2) Va+y? + 22
—Z

wz(SU,y,Z) = /71:2+y2+z2.

vektorsko polje gravitacije koje privla¢i u smjeru sredista zemlje za iznos g(7")

Tada je g(T) w(T)
=1).

(vrijedi |w(T)

Definicija 1.8 Nivo-plohe ili ekvipotencijalne plohe skalarnog polja U su plohe za koje je U(z,y,z) =
konst. Vektorske linije (silnice ili strujnice) su krivulje sa svojstvom da tangenta krivulje u danoj tocki
ima smjer vektorskog polja u toj tocki.
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Na primjer, nivo-plohe u primjeru 1.4 d) su mjesta u zemljinoj atmosferi koja imaju istu gravitaciju,
dok su silnice pravci koji prolaze srediStem zemlje.

Definicija 1.9 Polje koje ne ovisi o vremenu zove se stacionarno. Polje koje ne ovisi o vremenu je
nestacionarno.

Na primjer, nestacionarna polja dobit ¢emo ako u primjeru 1.4 a) i ¢) promatramo temperaturu
odnosno strujanje zraka kroz neki vremenski interval.

1.5 Gradijent, divergencija i rotacija

Funkcije tri varijable imaju parcijalne derivacije i za njih pojam derivacije nije definiran. Stoga se
za, analizu polja uvode tri operatora koji, svaki u svom podruc¢ju primjene, imaju ulogu slicnu onoj
koju ima derivacija funkcije jedne varijable.

Neka je D C R3 otvoren skup, f : D — R skalarno polje i w : D — V}y vektorsko polje pri ¢emu
Vi identificiramo s V za VI' € D.

Definicija 1.10 Gradijent skalarnog polja f je vektorsko polje
gradf: D — 1

definirano s

grad f = f i+

of i, 0\
8y 82
Divergencija vektorskog polja w je skalarno polje

divw: D — R

definirano s
div w Owy . owy  Ow,
i = .
Or oy 0z

Rotacija vektorskog polja w je vektorsko polje

rotw:D — V)

definirano s
i k

J
ot w — 0 9 0| _ [(Ow, Ouwy - owy  dw, - dwy  dwg K
R oy 0z| \ Oy 0z 0z or )7 or Ay

Wy Wy Wy

Iz definicije gradijenta slijedi da nuzan uvjet ekstrema funkcije f mozemo pisati kao
grad f = 0.

Za razliku od divergencije i rotacije koje imaju smisla samo u sluc¢aju vektorskih polja (tri varijable),
gradijent je dobro definiran i za prostore proizvoljne dimenzije n.
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Definicija 1.11 Hamiltonov diferencijalni operator (nabla) glasi

0 0 0
=i—+j—+k—.
v 18x+J8y+ 0z

Laplaceov diferencijalni operator glasi

) 0? 0? 0?
A:dlvgrad:vv:@“‘“wﬁ’@

Dakle, V istovremeno ima svojstva i vektora i derivacije. Vrijedi

grad f = Vf,
divw =V -w (skalarni produkt V i w),
rotw=V xw (vektorski produkt V i w).

Iz svojstava mnozenja vektora skalarom i svojstava skalarnog i vektorskog produkta slijedi da je V
linearan operator, odnosno

V(Af +ng) = AVf +uVy,
V(AW +pu) = AV -w+ V- u, (1.3)
V X (AW + pu) = AV x w + uV X u,

gdje su f, g, ui w diferencijabilna polja, a A\, u € R.

U sljedeca tri teorema dat ¢mo najvaznija svojstva gradijenta, divergencije i rotacije.

Teorem 1.4 (Svojstva gradijenta) Neka su f i g diferencijabilna skalarna polja i \,p € R. Tada
vrijedi:

i) gradc = 0, ¢ = const,

i) grad(Af + pg) = Agrad f + pgradg,
iti) grad(fg) = ggrad f + f gradg,

df— d
iv) grad <f) e / 2fgra g, g#0,
g g

d
v) grad(¢po f) = ot grad f, gdje je ¢ : R — R diferencijabilna funkcija.

= 3

Dokaz. Sve tvrdnje se lako dokazu uvrStavanjem. m

Zadatak 1.3 Dokazite teorem 1.4.

Teorem 1.5 (Svojstva divergencije) Neka su f, g, u i w diferencijabilna polja, a A\, € R. Tada
vrijedi:

i) dive = 0 za svako konstantno vektorsko polje c,
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ii) div(Aw 4+ pu) = Adivw + pdivu,
iii) div(w X u) = (rotw) -u — w - rot u,

(
(

) div(fw)=grad f-w+ fdivw,

v) div(f gradg) = grad f - grad g + fAg,
(

vi) div(rotw) =

Dokaz.
i) Ocito.
ii) Vidi drugu jednadzbu u relaciji (1.3).

iii) Koristit ¢emo formalni ra¢un pomocu operatora V. Kako je V diferencijalni operator, na zadani
izraz prvo primjenimo pravilo o derivaciji produkta. Pri tome potcrtavamo polja na koja operator
ne djeluje. Dakle,

diviwxu)=V-(wxu)=V-(wxu)+ V. (wxu).

Sada izraze treba dozvoljenim transformacijama svesti na oblik iz kojeg se jasno vidi kakvo je
djelovanje operatora V. U ovom slucaju se radi o mjeSovitim produktima pa é¢emo u prvom
sluc¢aju napraviti ciklicku, a u drugom aciklicku zamjenum i protumaciti konac¢an rezultat:

diviw xu) =u-(Vxw)—w-(V xu)=urotw — wrot u.

iv) Sliéno kao u prethodnoj tocki, uz koristenje svojstava mnozenja vektora skalarom, imamo:

div(fw) =V -(fw)=V-(fw)+ V- (fw)
= (Vf) - w+ f(V-w)=grad f - w + fdivw.

v) Slijedi kada u iv) zamijenimo w sa grad ¢ i primjenimo definiciju Laplaceovog operatora 1.11.

vi) div(rot w) = V - (V x w) = 0 jer se radi o mjeSovitom produktu s dva jednaka vektora. m

Definirajmo novi diferencijalni operator

u-V=u 9 +u 9 +u 9
o Yoy o
C¢ije je djelovanje definirano formulom
owy owy, owy
(u-V)w = <uz o + uy 3y + uy o )1
Owy Owy Owy
+<x8x * Y 0y * * 9z )9
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Teorem 1.6 (Svojstva rotacije) Neka su f, g, u i w diferencijabilna polja, a A\, u € R. Tada vrijedi:
i) rotc = 0 za svako konstantno vektorsko polje c,

i) rot(Aw + pu) = Arot w + protu,

iii) rot(w x u) = (diva)w — (divw)u+ (uV)w — (wV) u,

iv) rot(fw) = (grad f) x w + frotw,

(

(

(
v) rot(grad f) = 0,
vi) Tot(f grad g) = grad f x grad g,
(

vii) rot(rot w) = graddivw — Aw, pri cemu se A primjenjuje na svaku komponentu wy, wy i w,.

Dokaz.

iii) Koristedi svojstva vektorsko-vektorskog produkta [M1, poglavlje 3.12] imamo:
rot(wxu)=Vx (wxu)=Vx(wxu)+Vx(wxu)
=w(V:uy)—u(V-w)+w((V-u)—u(V-w)
=wdivu—udivw+ (u-V)w — (w-V)u
iv) Vrijedi
rot(fw) =V x (fw) =V x(fw)+V x(fw)
= (V) xw+ f(Vxw)=(grad f) x w+ frotw.
v) rot(grad f) = V x (Vf) = 0 jer se radi o vektorskom produktu dva kolinearna vektora.
vi) Vrijedi
rot(f gradg) = V x (f Vg) =V x (f Vg) + V x (f Vyg)
= (Vf) x(Vg) + f (V x (Vg)) = grad f x grad g.

1.6 Potencijalna i solenoidalna polja

Definicija 1.12 Vektorsko polje w : D — Vj je potencijalno ili konzervativno ako postoji skalarno
polje f: D — R takvo da je?
w = —grad f.

Polje f je potencijal polja w. Polje w je bezuvrtloZno ako je
rotw =0,

a solenoidalno ako je
divw = 0.

2Ponekad se u definiciji potencijalnog polja umjesto w = — grad f stavlja w = grad f.
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_ . y : . .1 . .
Primjer 1.5 a) Ako tocke rotira oko ¢vrste osi brzinom w, onda je §rotw kutna brzina te tocke.

Stoga rot w # 0 znadi postojanje nekog vrtloznog gibanja.
b) Gravitacijsko polje materijalne tocke M mase m definirano s
G=K @2 ro,
r
gdje je
. . r
r=zit+yj+zk, r=|r|, ro=-,
r
je potencijalno polje s potencijalom

U=-K=2

r

¢) Solenoidalno polje je ono u kojem nema divergencije niti u jednoj tocki. Za razjasnjenje ovog
koncepta potrebno je razmatrati ne samo pojedinu tocku, veé¢ i njenu okolinu. divw = 0 znaéi da
u svakoj maloj okolini neke tocke koli¢ina promatrane vrijednosti uvijek ostaje konstanta (koliko
ude u okolinu, toliko izade). Vazan primjer su polja gibanja nestlacivih tekuéina (voda) - ukoliko
nemamo sluc¢aj da se kemijskom reakcijom negdje generira nova masa, svako polje gibanje takve
tekudine bit ¢e solenoidalno.

Imamo sljedeéi vazan teorem.

Teorem 1.7 Neka je w : D — Vj diferencijabilno vektorsko polje, neka je skup D C R3 konveksan i
neka je K C D otvoreni kvadar. Tada vrijedi:

i) Polje w je potencijalno na D ako i samo ako je bezvrtlozno na D, odnosno
3f:D—-R) w=—gradf <= rotw=0.

ii) Polje w je solenoidalno na kvadru K ako i samo ako postoji dva puta diferencijabilno polje u :
K — Vy takvo da je w rotacija od u, odnosno

divw=0 <= (Ju:K —1V,) w=rotu.
Dokaz.

i) Potencijalno polje je uvijek bezvrtlozno prema teoremu 1.6 v). Dokaz obrata preskac¢emo.

ii) Dva puta diferencijabilno polje koje je nastalo kao rotacija nekog polja je uvijek solenoidalno
prema teoremu 1.5 vi). Dokaz obrata preskacemo. m



1.7 Usmjerene derivacije 13

1.7 Usmjerene derivacije

Neka su zadani skup D € R3, tocka Ty € D i vektor a s hvatistem u tocki Tj. Neka je

jediniéni vektor vektora a [MI1, poglavlje 3.6]. Neka tocka T' lezi na zraci odredenoj vektorom a i
neka je
ToT = ta, t>0.

Uz ovakvu deiniciju parametra ¢ ocito vrijedi d(Ty,T) = t.

Definicija 1.13 Derivacija skalarnog polja U : D — R wu tocéki Ty u smjeru vektora a je broj

U UT) - UTy)
Oa t—0 t

Derivacija vektorskog polja w : D — Vi u tocki Ty u smjeru vektora a je vektor

ow w(T) — w(Tp)
da  t—0 t '

Sljededi teorem daje jednostavne formule za rac¢unanje usmjerenih derivacija.

Teorem 1.8 Vrijedi

oU(T) =ag-grad U(T),
Oa
a"(;f) = (ag - V) w(T).

Dokaz. Dokazimo prvu tvrdnju teorema. Neka u sustavu (O,1i,j,k) vrijedi T" = (z,y,2), Tp =
(x0,Y0,20) 1 U(T) = U(x,y, z). Tada jednakost

O = OTy + ToT
zapisujemo kao

zityj+zk=xpi+yj+z0k+tag
:(ﬂ?o-l—tao-i)i+(y0+tao'j)j+(20+tao'k)k.

Dakle, za svaku tocku T na zraci odredenoj tockom Tj i vektorom a vrijedi
r=x9+tag-i, y=yo+tap-j, z==z20+tap -k
Stoga je limes iz definicije 1.13 u stvari jednak derivaciji funkcije jedne varijable

g(t) = f(zo+tag-i,y0 +tag-j,z0 +tag-k)
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u tocki t = 0. Dakle,

) o (0506 0f oy o0f 02
Ja (ﬂﬂ__dthﬂ__<8xé%_%ayé%_%ﬁzat o
_(of . 0f L Of
—(&:ao 1+8ya0 J+azao k) (To)

0 0 0
— o (L myi+ o 5l ) k)

= ag - grad U(Tp).

Primjer 1.6 Neka je zadano

flz,y,2) =x®> +3yz+5,
w=yzi+zzxj+zyk,
a=2i+j—2k,
T=(1,-1/2,2).

Derivacija skalarnog polja f u smjeru vektora a glasi

0 2 1 2 4
8—£:a0-gradf: (3i—|—3'—3k> -(2xi+3zj—|—3yk):§x+z—2y,

of 1.\ 13
aa<L‘23>-’3-

Derivacija vektorskog polja w u smjeru vektora a glasi

pa u tocki T" imamo

ow 8(yzi—i—zacj—i—a:yk)

az(ao‘v)wzgaj
1 2
+3(%(yzi+zxj+xyk)—3§Z(y2i+z$j+$yk)
1

2 1
:§(Z—2y)i+§(z—x)j+§(2y—x)k,

ow 1 . 2,
a <1,—2,2> —1+§J.

pa u tocki T" imamo
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Napomena 1.3 Prema teoremu 1.8 funkcija (skalarno polje) U u danoj tocki najbrze raste u smjeru
gradU. Naime, izraz [M1, poglavlje 3.9]

ag - grad U = |ag| | grad U| cos Z(ap, grad U),
poprima najvecu vrijednost |grad U| u kada je ag = (grad U)g jer je tada
cos Z(agp, grad U) = cos Z((grad U)p, grad U) = 1.

Slicno razmatranje pokazuje da u danoj tocki skalarno polje U najbrze pada u smjeru — grad U jer je
onda cos Z(ag,gradU) = —1.

Napomena 1.4 Vektor normale na nivo-plohu [M2, poglavlje 3.1] funkcije U(z,y, z) u to¢ki Ty dan je
s

ny = [grad U(Tp)]o-
Naime, jednadzba nivo-plohe u kojoj sve tocke imaju vrijednost funkcije jednaku U(7Tp) je U(x,y, z) =

U(Tp). Neka je
r=xzi+yj+zk, dr=dzri+dyj+dzk.

Funkcije U je na nivo-plohi konstantna pa vrijedi

oUu oU oU
0=dU =—d —d —dz = grad U(1y) - dr.
(20, Yo, 20) B T+ ay Y+ 5, 47 = e (To) - dr
No, posto smo se ogranicili na nivo-plohu, dr je infinitezimalni pomak po tangencijalnoj ravnini te
plohe u tocki Ty. Prema prethodnoj jednakosti grad U(7Tp) je okomit na dr pa je stoga kolinearan s
vektorom normale, odnosno

grad U(Tp) = Any, AeR, X#O0.
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2.1 Glatka krivulja

Skup tocaka C € R? je jednostavna' glatka krivulja ako:

i) postoji neprekidna injekcija
r:la,b) = R3,  [a,b] CR,

za koju vrijedi
C={r(t) : telab]},

ii) postoji neprekidna derivacija r’ i

r'(t) # 0, vt € [a, b].

——
Drugim rije¢ima, krivulja C' je hodograf vektorske funkcije r(t) = OM, gdje je r(t) = M.
Par ([a,b],7) je glatka parametrizacija krivulje C. Krivulja moze imati viSe parametrizacija.

Tocke A = r(a) i B = r(b) su rubovi (pocetak i kraj) krivulje C. Ako je B = A, onda je krivulja
zatvorena.

Injektivnost funkcije r povlaci jednostavnost krivulje C' — ako je r injekcija, onda C' ne presijeca
samu sebe.

'Krivulja ne presijeca samu sebe.
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Neprekidnosti derivacije r’ povlaci glatkoéu krivulje C, kao i to da u svakoj tocki krivulja ima

tangentu s vektorom smjera r(t).

Oznac¢imo i u sustavu (O, i, j, k) koordinate tocke r(t) s

dobili smo parametarske jednadzbe krivulje C. Jednadzba
r(t) =) i+p(t)j+<t)k

je vektorska parametarska jednadzba krivulje C.

Skup C je po djelovima glatka krivulja ako se moze dobiti povezivanjem konatno mmnogo jednos-
tavnih glatkih krivulja Ci, Cs, ..., Ck, pri ¢emu svaki par tih krivulja moze imati najvise kona¢no

zajednickih tocaka (vidi sliku 2.1).

Slika 2.1. Po djelovima glatka krivulja

Krivulja C' ima dvije neprekidne orijentacije:

e u smislu rasta parametra t, odnosno gibamo se od tocke A = r(a) do tocke B = r(b) (slika 2.2

a)), i

e u smislu pada parametra ¢, odnosno gibamo se od tocke B = r(b) do tocke A = r(a) (slika 2.2

b)).

r(b)

r(a) r(a)

a) b)

Slika 2.2. Neprekidne orijentacija krivulje

r(b)

Ovdje treba biti oprezan jer orijentacija u smislu rasta parametra ¢t moze biti jednaka orijentaciji

u smislu pada nekog drugog parametra t'.
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N

Slika 2.3. Orijentacija po djelovima glatke krivulje

Po djelovima glatku krivulju orijentiramo tako da njene sastavne djelove orijentiramo suglasno
(slika 2.3).

Ako je C ravninska krivulja, onda je negativna orijentacijo u smjeru gibanja kazaljke na satu, a
pozitivna orijentacija obratno od gibanja kazaljke na satu.

2.2 Kirivuljni integral skalarnog polja

Definicija 2.1 Neka je f skalarno polje, a C' glatka krivulja
r(t) =e®)i+y(t)j+{Bk, ~ teab]
Ako je funkcija (f o (p,%,€)) |r'| integrabilna na intervalu [a, b], onda odredeni integral

b

/ f(x,y,z)ds = / (f o (., €)(8) ()| dt

C

b
= /f(@(t),w(t),ﬁ(t)) VIR + (0 + [¢(t)] dt

zovemo krivuljni integral skalarnog polja f (prve vrste) po glatkoj krivulji C'.

Izraz

ds = [r'(t)| dt = [/ ()2 + [0/ (1)) + [€'(1)]2 at
jednak je elementu duljine luka (usporedi s [M2, poglavlje 2.6.2]).

Krivuljni integral prve vrste po po djelovima glatkoj krivulji definiramo kao
/fds:/fds—k/fds—k'”—k/fds.
C C1 Cy Ck

Ako je f linearna gustoca krivulje C, onda [ fds daje masu krivulje. Ako stavimo f = 1, onda
C

[ ds daje duljinu krivulje.
C
Bez dokaza navodimo sljedece tvrdnje:

i) krivuljni integral skalarnog polja ne ovisi ni o parametrizaciji niti o orijentaciji krivulje,
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i) krivuljni integral skalarnog polja je linearan, odnosno

/(/\f+ug)ds:)\/fds+u/gds.
c c

c

Primjer 2.1 Izracunajmo krivuljni integral skalarnog polja f(x,y, z) = £+ 2z po luku krivulje C zadane
s

1
T =21, y =12, z:§t3, 0<t<1.

Krivulja je prikazana na slici 2.4.

2*u, U2, u*3/3 —

Slika 2.4. Luk krivulje C

Vrijedi A =r(0) =(0,0,0) 1 B=r(1) = (2,1,1/3) te imamo

<2t + ;t?’) V22 + (21)2 + (£2)2dt

22 +6)%" 49

1
2t +=t3) (243 dt = )
< *3 >< +t) 18 o 18

Ako je krivulja C' zadna kao presjek dvaju ploha, G(z,y,z) =01 H(z,y, z) = 0, koje ispunjavaju
uvjete teorema o implicitnoj funkciji [M2, teorem 3.9], onda nakon eliminacije krivulju C' mozemo
prikazati kao presjek dvaju novih ploha,

y:g(x)a z:h(x), LS [aabL

pri ¢emu su funkcije ¢g i h neprekidno derivabilne na intervalu [a,b]. Tada je

b

/ f(,y,7) ds = / f(,9(x), b)) I+ g2(@) 1 WP (x) de,
C a
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odnosno, radi se o posebnoj parametrizaciji

xr =t, y=g(t), z = h(t), t € [a,bl.

Ako je C ravninska krivulja zadana s
r(t) = () i+ ¥(t)j,  telab],

onda je

b
/ f(x,y) ds = / F(®), 6(0) VP OF + [P dt.
C a

Posebno, ako je ravninska krivulja C' zadana s
y=g(x), x € [a,b],

onda je
b
/f(m) ds = /f(ﬂc,g(x))mda:.
C a

Primjer 2.2 Izracunajmo krivuljni integral skalarnog polja f(z,y) = xy po luku krivulje C' zadane s
(slika 2.5)

a) Cq ... y=—x+1, z€]0,1],
b) Cy ... y=—-a2?+1, x€]0,1].

—x+1 —
—X#H24] —

Cp

Slika 2.5. Ravninske krivulje

Za krivulju C, imamo
1 1 Y
/f(:c,y)ds = /:c(—af—i— D1+ (=1)2dz =2 /(—x2 +z)dr = 5
Ca 0 0

dok za krivulju Cj imamo
1

/f(x’y)dsz/x(—fEQJrl)\/mdx:...:25\1520—“.
C 5
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2.3 Kirivuljni integral vektorskog polja

Definicija 2.2 Neka je w : D — V}y vektorsko polje i 8 orijentirana glatka krivulja u podruéju D,

r(t) =) i+ () j+ &)k, t € [a,b].

Ako je funkcija w(p,1,€)) - ¥’ integrabilna na intervalu [a, b], onda odredeni integral
b b
[wedr= [wewlods = [wie). v.60) v de
8 a a

zovemo krivuljni integral vektorskog polja w (druge vrste) po glatkoj krivulji 8 od tocke A =r(a) do
tocke B = r(b).
Jednakosti u prethodnoj formuli slijede iz relacije

dre(t) =v'(t)dt = |/ (t)| [r' (t)]o dt = [r'(t)]o ds.

Krivuljni integral vektorskog polja racuna se po formuli

b
/W'dr = /[wx (0(t), (1), £() ¢ () + wy (@(1), ¥ (1), &(1)) ¥ () + w2 (@), ¥(t),£(2)) €'(¢) ] dt.
8 a

Krivuljni integral druge vrste po po djelovima glatkoj krivulji definiramo kao
/w-dr: /w-dr+/w-dr+-~~+/w-dr,
8 81 82 8k

pri ¢emu svi djelovi krivulje 8 moraju biti suglasno orijentirani.

Krivuljni integral vektorskog polja mozemo interpretirati kao rad sile F = w uzduz puta s = 8
od tocke A do tocke B.

Vrijede sljedecée tvrdnje:

i) krivuljni integral vektorskog polja ne ovisi o parametrizaciji krivulje, ali ovisi orijentaciji krivulje
— kako u jednom smjeru energiju dobivamo, a u drugom je trosimo, vrijedi

/w-dr:—/w-dr,
c c

ii) krivuljni integral vektorskog polja je linearan, odnosno

/()\w—i-,uu)-dr:/\/w-dr—i—u/u-dr.
c c

c
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Primjer 2.3 Krivuljni integral vektorskog polja
w=(y—-2)it(z-2)j+(@-yk,
po krivulji 8 zadanoj s

r(t) =2 costi+ 2sintj+ 3tk, t e 0,2,

jednak je
27
/w-dr—/[(2 sint — 3t)(—2 sint) + (3t — 2 cost) 2 cost
c 0
+ (2 cost — 2 sint)(3)]|dt = --- = —207.

Uvedimo nove oznake,
wy =P, w,=Q, w,=R, P,Q,R:D—R, DCR>.

Uz ove oznake je
w=Pi+Qj+ Rk

Osim toga vrijedi
Ot)dt = dz, '(t)dt = dy, €& (t)dt= dz,

pa mozemo pisati
[wede= [ Play.2)do+ Qloy.2) dy + ey, 2) d
c

Ukoliko s
w(w) =wydr+wydy +w,dz =Pdx+Qdy+ Rdz

oznacimo diferencijalnu formu pridruzenu polju w, onda zapisujemo
/W-dr:/w(w).
< <

Ako je krivulja 8 zadana kao presjek dvaju ploha (vidi poglavlje 2.2), onda je

/W-dr:/de+Qdy+Rdz
< c

= /P(% g(x), () dz + Q(x, g(), h(x)) ¢'(x) dz + R(x, g(x), h(x)) h'(z) da.

c

U slucaju ravninskog polja
w=w,i+w,j=Pdx+Qdy
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i glatke krivulje 8 zadane s

imamo

/W-dr:/de+Qdy:/P(x,g(z:))da:+Q(:C,g(x))g’(x) dx.
c c c

Primjer 2.4 Izracunajmo
I= /Pdw—i—Qdy—l—Rdz,
c

gdje je
P(z,y,2) =y+z2 Qz,y,2) =24z, R(z,y,z2)=x+y

a 8 orijentirana duzina od ishodista do tocke M = (1,2, 3). Krivulju mozemo protumaciti kao presjek
ravnina
y=2x, z =3z, 0<az<1,

pa je

1
I:/(2x+3x)dx+(3x+x)-2dx—|—(a:+23:)-3dx:11.
0

2.3.1 Cirkulacija

Definicija 2.3 Krivuljni integral vektorskog polja po zatvorenoj po djelovima glatkoj krivulji 8 zove
se cirkulacija vektorskog polja i oznacava se sa

j{wdr.
c

Primjer 2.5 Izracunajmo cirkulaciju ravninskog vektorskog polja w = zi+ xyj po

a) sredisnjoj kruznici radijusa a priozvoljne orjentacije,

b) rubu trokuta O = (0,0), A = (2,0), B = (1, 1) orjentiranom u pozitivnom smislu.

Kruznica iz tocke a) prikazana je na slici 2.6.
Jedna parametrizacija kruznice glasi

Z?...{ T=acost, oy 10,270
Yy = asint,

pa vrijedi
27
fwdr = j{xdx—i—a:ydy = /(acost -a(—sint) + a®costsint - acost) dt
c c

0
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Slika 2.6. Pozitivno orijentirana kruznica

™
= /(—aQCostsimH—achSQtsint)dt — ... =0.

—T

Za kruznicu orjentiranu u negativnom smislu zbog promjene orijentacije vrijedi
%Wdr:—fwdr:—()zo.
c c

Trokut iz tocke b) prikazan je na slici 2.7.

o

Slika 2.7. Pozitivno orijentirani trokut

Glatke dijelove krivulje 8 parametriziramo na sljedeé¢i nacin:

81...3/:0, x € [0,2],
82 Y=+ 2, x € [2,1] (u smislu pada parametra t),

83 LYy =umx, x € [1,0] (u smislu pada parametra t).
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Vrijedi
fwdr—jgwdr %wdr %wdr

1 3

2 1 0 .
/:L’—l—x 0- de—i—/:v—i—x —r+2)(— ))dx+/(x+:z:-x-1)dx:3.
0 2 1

2.4 Potencijal

Teorem 2.1 Krivuljni integral vektorskog polja w : D — Vi ne ovisi o putu integracije ve¢ samo o
pocetnoj i krajnjoj tocki ako i samo ako je w potencijalno polje.

Dokaz. Dokazimo jedan smjer teorema. Neka je w potencijalno polje s potencijalom U, w = —grad U.
Uz parametrizaciju krivulje

w(t) = o(t), yt) =), =20)=£@0),  telal]

krivuljni integral vektorskog polja postaje integral totalnog diferencijala, odnosno vrijedi

oUu oU oU

pri cemu su A = (¢(a),(a),&(a)) i B = (p(b),¥(b),&(b)) pocetna i krajnja tocka zadane krivulje. m

Iz teorema 2.1 zaklju¢ujemo da za cirkulaciju potencijalnog polja uvijek vrijedi

%W-dr:U(A)—U(A):O.

No, vrijedi i obrat koji nam daje jo§ jednu karakterizaciju potencijalnih polja (pored one iz teorema
1.7): na konveksnom skupu D vrijedi

w=—gradf <= rotw=0 <= fw-dr—o, vﬁ.
c

Opisimo kako se nalazi potencijal potencijalnog polja. Iz dokaza teorema 2.1 vidimo da je potencijal
polja
ou ou ., oU

W=wyitwyj+tw,k=—-——1i

oz ' oyl 0z
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integral totalnog diferencijala,

ou ou ou
Ute2) - Ulan o) = - [ (G o+ G ay+ 57 az)

za svaku krivulju 8 = TyT izmedu tocaka T = (x0,Y0,20) 1 T = (z,y,2). Za krivulju 8 biramo put
uzduz koordinatnih osiju koji je najlaksi za integraciju (vidi sliku 2.8) sto daje

xT y z
U(z,y,z) = —/wm(t,yo,zo)dt—/wy(x,u,zo)du—/wy(m,y,v) dv + C.

o Yo 20

U prethodnoj formuli smo iskoristili ¢injenicu da je potencijal U zadan do n konstantu jer je grad C' = 0
za svako konstantno polje C. u prakti¢cnom ra¢unanju se za tocku Ty najcesce uzima ishodiste. Uocite

x
formule za rac¢unanje potencijala s formulom za racunanje antiderivacije F(z) = [ f(t)dt iz [M2,
0

teorem 2.3].

Slika 2.8. Put integracije udzuduz koordinatnih osiju
Primjer 2.6 Izracunajmo [ w-dr gdje je
w=0Bzyz+y+5)i+(@Pz+r—2)j+ @y —y—-Tk,
i
a) ﬁ je luk bilo koje parabole od ishodista do tocke T'= (1,1, 1), ili
b) c je kruznica 22 + y? = a2, 2 = b.

Polje w je bezvrtlozno jer je

i j k
1"tw—3 2 2—
© |0z Oy Ox|

Wy Wy W,
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Kako je polje w bezvrtlozno na konveksnom skupu R3, to je po teoremu 1.7 polje w takoder i po-
tencijalno, a po teoremu 2.1 integral polja w ne ovisi o putu integracije. Potencijal polja w jednak
je
x Yy z
U(z,y,2) = —/(3152-0-0+0—|—5)dt—/(m3-0+$—O)du—/($3y—y—7)dv
0 0 0
=—br—ay—a2dyz+yz+7z
pa je
/w-dr— U(0,0,0)-U(1,1,1) = —1.
c

U zadatku b) radi se o cirkulaciji potencijalnog polja pa je § w - dr = 0 bez obzira na parametre a i b

i orijentaciju krivulje.

2.5 Greenova formula

Sljedeci teorem je poopéenje Newton-Leibnitzove formule [M2, poglavlje 2.2] na dvodimenzionalni
slucaj.

Teorem 2.2 (Green) Neka su
PQ:§—R

dvije diferencijabilne funkcije, pri cemu je S otvoren skup (bez ruba). Neka je 8 C D pozitivno
orijentirana po djelovima glatka krivulja i neka je D unija krivulje 8 i unuradnjeq podrucja kojeg ta
krivulja omedugje (vidi sliku 2.9). Tada je

//D (33—?;) dwdy:dex+Qdy.
e

Greenov teorem vrijedi i u podru¢ju s "rupama” (slika 2.10), pri ¢emu sve krivulje 8Z moraju biti
negativno orijentirane:

//D (gf—g) dxdy:fpd“wﬁi]{%wwdy.
8 izlﬁ,

7

Primjer 2.7 Izra¢unajmo
F2 ) do s @ty
c
gdje je C rub trokuta s vrhovima A = (1,1), B=(2,2) i C = (1,3) (slika 2.11).
Prema Greenovom teoremu vrijedi

2 —x+4

I://D<g§—§)§> dwdyzl/ / (2($+y)—4y)dydx:—§.

T



2.5 Greenova formula

29

Slika 2.9. Zatvoreni skup D

C

Slika 2.10. Podrugje s vise zatvorenih krivulja

Slika 2.11. Primjena Greenovog teorema
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Zadatak 2.1 Izracunajte cirkulaciju iz primjera 2.7 bez primjene Greenovog teorema.

Korolar 2.1 Ako su ispunjeni uvjeti Greenovog teorema, onda je povrsina podrucja D dana s

1
P(D) = Qf—yd:z—i-a:dy.

c

Dokaz. Korolar slijedi direktno iz Greenovog teorema. m

Greenovu formulu mozemo jos§ pisati i kao

%Pdac—i—@dy:]éwdr:// rotw - k dx dy.
D
c
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Integriranje po plohama je jedno od osnovnih oruda matematicke fizike.

3.1 Glatka ploha

Definicija 3.1 Skup S C R? je ploha ako za svaku tocku T € S postoji otvorena okolina te tocke V,
otvoreni skup U C R?, neprekidna funkcija g : U — R i (pravokutni) koordinatni sustav (O,1i,j,k) u
R3 takvi da je u tom sustavu

z=g(x,y), (z,y) €U,
jednadzba skupa V N S.

Ploha S je glatka u tocki Ty ako je funkcija g diferencijabilna u tocki (xg,y0), pri ¢emu je zg =
9(wo,y0) 1 To = (20, Yo, 20)-
Ploha S je glatka ploha ako je glatka u svakoj tocki.

Parametrizacija plohe iz definicije 3.1 prikazana je na slici 3.1.

Vazno je primjetiti da ne mora za svaku tocku na plohi biti zadan isti sustav. Tako je, na primjer,
na slici 3.2 za tocku Ty funkcija g zadana u sustavu (O, i, j, k), dok je za tocku T3 funkcija g zadana
u sustavu (O, k., 1i,j).

Plohe mozemo zadati na razne nacine. Ako je ¢itava ploha S zadana jednom funkcijom g : D — R,
gdje je D C R?, kazemo da je
z=yg(zy), (z,y)eD,

eksplicitna jednadzba plohe.
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vns

Slika 3.1. Parametrizacija plohe

e 0
/ :
1 J
]
ku J :
o) o
|
. @
UO

Slika 3.2. Ploha parametrizirana s dva sustava
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Na primjer, za D = R? i g(z,y) = 2? — y? je 2 = 2? — y? implicitna jednadzba hiperbolickog
paraboloida (vidi [M2, poglavlje 3.4.2]).

Ako je skup D C R? otvoren i ako je funkcija G : D — R derivabilna te je grad G(T') # 0 za svaku
tocku T' € D, onda je
G(z,y,2) =0

implicitna jednadzba plohe
S =A{(z,y,2) € D | G(z,y,z) = 0}.

Ploha S je ocito glatka, a normala tangencijalne ravnine u toc¢ki 7" dana je vektorom grad G(7T') (vidi
napomenu 1.4).

Na primjer, za D = R? i G(z,y,2) = 22+ y> + 22 — 1 je 2?2 + y? + 22 = 1 implicitna jednadzba
plasta jedini¢ne kugle. Ocito je

grad G(T) =2zi+2yj+22zk#0

u svakoj tocki T koja se nalazi na plohi.

Plohu mozemo zadati i parametarski:
r=(u,v), y=1vuv), z=~E¢u,v), (u,v) € D C R?%,
Na primjer, eksplicitno zadana ploha je specijalan sluc¢aj parametarski zadane plohe uz
r=u, y=v, z=g(u,v).

Parametarsko zadavanje ploha je najuniverzalniji na¢in zadavanja ploha. Tako, na primjer, elipsoid
zadajemo s [M2, poglavlje 3.4]

x =6 cosucosv,
y = 4sinucoswv, u€e0,2n], ve|[-n/2,7/2],

z = 2sinw,
torus zadajemo s

x = (1—0.2cosv)cosu,
y = (1—-0.2cosv)sinu, u,v € 0,27,
z =0.2sinwv,

heksagon zadajemo s

x = cos® v cos® u,
y = sin® v cos® u, ue[-1.3,1.3], ve0,27],

z = sin® U,

a Skoljku zadajemo s

:c:ucosu(l—i—COSU), u,v € (0,27,
u .
= —sinv
Yy 9 )
) Cos v
z:usmu(l—l- 5 )
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Zadatak 3.1 Nacrtajte elipsoid, torus, heksagon i skoljku pomoc¢u programa NetPlot koriste¢i redom
izraze

6*xcos(u)*cos(v), 4*sin(u)*cos(v), 2*sin(v)
(1-0.2%cos(v))*cos(u), (1-0.2%cos(v))*sin(u), 0.2*sin(v)
cos (v) **3*cos (u) **3, sin(v)**3*xcos(u)**3, sin(u)**3
cos(u)*u*x(1+cos(v)/2), sin(v)*u/2, sin(u)*u*x(l+cos(v)/2)

Pri tome za svaku plohu odaberite odgovarajuée granice za parametre u i v.

Parametarsku vektorsku jednadzbu plohe S dobijemo kada plohu zadamo kao hodograf vektorske
funkcije:
r(u,v) = p(u,v)i+Y(u,v)j+ E(u,v)k, (u,v) € D C R

Ako se ploha S sastoji od konaé¢no glatkih ploha, a na spojnim krivuljama ne postoje tangencijalne
ravnine, kazemo da je S po dijelovima glatka ploha. Skup svih tocka u kojima ne postoji tangncijalna
tavnina ima povrSinu nula pa ga kod ra¢unanja integrala mozemo zanemariti. Na primjer, ploha na
slici 3.3 sastoji se od cCetiri glatke plohe, S1, Sa, S3 1 S4.

S

Slika 3.3. Po dijelovima glatka ploha

Sada mozemo definirati povrsinu plohe.

Definicija 3.2 Neka je g : D' — R diferencijabilna funkcija, gdje je D’ C R? otvoren skup, i neka je
D c D' skup koji je zatvoren i omeden po djelovima glatkom krivuljom. Ako se ploha S ortogonalno
projicira na skup D te je pri tome zadana jednadzbom

z=g(z,y), (z,y)€D,

onda je povrsina plohe S definirana kao

o1~ ] i (20) 5 (20) = [

U prethodnoj definiciji izraz dS je element povrsine, dakle, povrsina je jednaka ”beskona¢nom
zbroju” (integral) beskona¢no malih elemenata povrsine. Objasnimo formulu ze element povrsine d.S
pomocu slike 3.4.
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Slika 3.4. Element povrsine plohe

Dio plohe S koji se projicira na pravokutnik
(z0,v0), (zo+ dz,y0), (wo+ dx,yo+ dy), (z0,y0 + dy)

aproksimiramo paralelogramom koji lezi u tangencijalnoj ravnini plohe S u tocki (zo, yo, 9(x0,%0)), &
projicira se na taj pravokutnik. Jednadzba tangencijalne ravnine glasi [M2, poglavlje 3.7]

d9(x0,y0)

%ww(x—xmay(y—yo)'

z —g(z0,%0) = D
Vrhovi paralelograma su

Ty = (xo0, Yo, 9(z0,¥0) ),

89(:607 YJO) d.’I,')

T = d
2 (.T()—i- T, Yo, g(x07y0)+ ax

0 , 0 ,
T3 = (mo + dx, yo + dy, g(xo,y0) + g(:g(; o) dz + g%(; ) dy)
dg(xo,
T4 = (170, Yo + dy7 g(:EOuyO) + g(aoyy()) dy) .

Povrsina paralelograma je [M1, poglavlje 3.10]

i j k
T T 9g(o, Yo)
dS%’Tl 2><T1 4|:|d$ 0 ox dm|
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— | —Mdmdy +j _Mda:dy + k (dz dy)
Ox Oy

2 2
aedy \/<3g(g(;y0)> (Gt

a povrsina plohe je suma svih dS, odnosno
P(S) = / / as.
D

Ako je funkcija g(z,y) implicitno zadana jednadzbom G(z,y, z) = 0, onda iz [M2, poglavlje 3.11,
napomena 3.12]

oG oG
% _ _5r 09 oy
oxr aﬁ’ 8y_ (9£
0z 0z

= ] g () () (5 s

0z

slijedi

3.2 Plosni integral skalarnog polja

Definicija 3.3 Neka je f : D' — R skalarno polje, gdje je D’ C R? otvoren skup. Neka je S ploha
sadrzana u D’ zadana funkcijom

z=g(z,y), (z,y)€DCR?

gdje je D zatvoren skup omeden s po djelovima glatkom krivuljom. Plosni integral skalarnog polja f
po plohi S je broj

/S/f(w,y,z)dS—é/f(x,y,g(m,y))\/1+ (gi)er (gz>2 dz dy.

Plosni integral skalarnog polja jo§ zovemo i integral po projekciji i plosni integral prve vrste.

Plosni integral skalarnog polja po po djelovima glatkoj plohi S sastavljenoj od ploha Si,..., Sk

definiramo kao
//de:/ de+/ de—i—-~+Zk/de.

S S1 So
Ako je f povrsinska gustoca plohe S, onda [[ fdS daje masu plohe. Ako stavimo f = 1, onda
S

J[ dS daje povrsinu plohe kao §to smo veé vidjeli.
S

Bez dokaza navodimo sljedece tvrdnje:
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i) plosni integral skalarnog polja ne ovisi ni o parametrizaciji plohe niti o njenoj orijentaciji (vidi

poglavlje 3.3),

ii) ploSni integral skalarnog polja je linearan, odnosno

//(Af+ug)dS:A//de+u//gdS.
S S S
I=é/($+y+z)d3,

gdje je S dio srediSnje jedini¢ne sfere u prvom oktantu. Ploha S prikazana je na slici 3.5.

Primjer 3.1 Izrac¢unajmo

X

Slika 3.5. Dio sredisnje jedini¢ne sfere

Plohu mozemo opisati s
S:{(LIZ‘,y,Z) ‘ OSJJSL OS?JS \/1_1'2, Z = \/1—$2—y2}.
Dakle, podruéje D C R? opisano je s

D={(z,y) |0<z<1, 0<y<1-a2},

dok je g(z,y) = /1 — 22 —y2. Iz

dg(x,y) _ x 9g(x,y) _ y
Ox V1—a2 =2 dy V1—a2—y?
slijedi
dg 2 dg 2 1
1+ (== =) =
" (390) i <3y> 1—a?—y?
pa je

1 x=rcosp, ¢€cl0,1/2] }

1
_ \/ﬁ _ =
I_/ / (@+y+V1-22—y?) /1_x2_y2dydx {y:rsimp, r € [0,1]
0
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w/2 1

d
://(rcosgo—i—rsingo—i—\/l—r?)\/%dgo
0 0

w/2 1 5 /2 1 3
. r — cee — —
—/(cosgp—i-smgo)dgo-/mdr—l—/dgo/rdr— 1™
0 0 0 0

3.3 Plosni integral vektorskog polja

Orijentaciju plohe u danoj tocki definiramo kao orijentaciju normale tangencijalne ravnine u toj
tocki — svaka tocka ima dvije moguce orijentacije. Zanimaju nas samo dvostrane plohe, odnosno plohe
koje imaju dvije neprekidne orijentacije (vidi sliku 3.6).

Slika 3.6. Neprekidne orijentacije glatke plohe

Primjer jednostrane plohe koja nema dvije ve¢ samo jednu neprekidnu orijentaciju je Mobiusova
vrpca prikazana na slici 3.7.

(5+u*cos(v/2))*cos(v), (5+u*cos(v/2))*sin(v), u*sin(v/2) ——

Slika 3.7. Mobiusova vrpca
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Parametarska jednadzba Mobiusove vrpce polusirine a i srediSnje kruznice radijusa r je
z = (r+ucos(v/2))cosv,
y = (r+wucos(v/2))sinv, u € [—a,al, ve0,2m],
z = usin(v/2).
Mobiusova vrpca se koristi kod konvejerskih traka kako bi se "obje” strane podjednako trosile i
kod vrpca za beskona¢no snimanje pri ¢emu se ujedno udvostrucuje kapacitet snimanja.

Kod po dijelovima glatkih ploha sve dijelove moramo orijentirati suglasno kako je prikazano na
slici 3.8.

!

ST
7

Slika 3.8. Orijentacija po dijelovima glatke plohe

Kod zatvorenih ploha (na primjer, sfera) imamo vanjsku i unutrasnju orijentaciju (vidi sliku 3.9).

=

Slika 3.9. Vanjska i unutraSnja orijentacija sfere

Jedna od neprekidnih orijentacija dvostrane plohe S zadane jednadzbom
z=g(x,y),  (r,y) € DCR?

je dana poljem jedini¢nih vektora normale,

dg . Og.
——i—-—=2j+k
0331 8y‘]+

RORCH

ng =
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Plohu orijentiranu u smislu polja ng ozna¢avamo sa ? Dru@ neprekdina orijentacija plohe S je —ng,
a plohu orijentiranu pomocu te orijentacije ozna¢avamo sa S .

Definicija 3.4 Neka je w : D’ — Vp, D' C R3, neprekidno vektorsko polje. Neka je glatka ploha
S C D' zadana funkcijom

z = g(z,y), (z,y) € D,

gdje je D otvoren skup s rubom koji je po dijelovima glatka zatvorena krivulja. Plosni integral
vektorskog polja w po orijentiranoj plohi D je broj

] (o (-22) s (-32) ) e

Koristedi definicije polja jedini¢nih normala ng i elementa povrsine dS, uz oznaku

48 = nyds,
mozemo pisati
//wd?://w-nods. (3.2)
K S

Ovaj izraz nam ujedno daje i vezu plosnog integrala prve i druge vrste — plosni integral vektorskog

polja w po orijentiranoj plohi S jednak je ploSnom integralu skalarnog polja w - ng po neorijentiranoj
plohi .1

Plosni integral vektorskog polja po po djelovima glatkoj plohi ? sastavljenoj od suglasno orijen-
tiranih ploha S1,..., S} definiramo kao

//wd?zgl/wd§+42/wd?+~-+!k/wd?.

El

U fizici se [[w dS zove tok ili fluks vektorskog polja w kroz plohu 5.
K
Bez dokaza navodimo sljedeée tvrdnje:

(i) plosni integral vektorskog polja ne ovisi o parametrizaciji plohe, ali promjenom orijentacije mi-

jenja predznak,
//Wd?://wd?.
g

Kl

(ii) plosni integral vektorskog polja je linearan, odnosno

//(Awﬂm)d?:A//wd?Jru//ud?_
K 5 5

! Orijentacija plohe ukljucena je kroz izbor polja jedini¢nih normala, odnosno o orijentaciji ovisi da li Gemo uzeti polje
ny ili polje —nyp.
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Polje jedini¢nih normala ny mozemo izraziti i pomoc¢u kosinusa smjerova [M1, poglavlje 3.6],
ng = cosai+ cosBj+ cosvyk,
pri ¢emu su cos v, cos f i cosy funkcije od x, y i z. Tada izraz (3.2) mozemo zapisati kao

//wd? = //(wxcosa—I—wycosﬁ—l—wzcosv)d&
3 s

Koristeéi formulu (3.1) za ng imamo

1
dg 2 dg 2’
1 = =
e () ()
//wzcosde://wzdxdy.
S S

No, ako plohu S opisemo pomocu projekcije na yz-ravninu funkcijom

cosy =

pa je

x:gl(y7z)7 (y7z)€D17

onda je
dg1 . Og .
——j——=k+i
ng = 8y 282 27 COS o = 12 27
og dq1 dg dq1
/%+<@>+(&) %H<®>+(&>
pa je

//wxcosadS://wxdydz.
S S

Sli¢no, ako plohu S opisemo pomocu projekcije na xz-ravninu funkcijom

y = go(x,2), (x,2) € D,

//wycosﬁdS—//wydxdz
s s
//wd?://wmdydz—i-wydxdz—szdxdy.
S

Ei

Kod primjene ove formule jos treba ispravno odrediti predznak integrala:

onda je

pa imamo

e kod prvog integrala, ffS w, dy dz, predznak ¢e biti ”+” ako je kut izmedu trazene normale i
vektora i manji ili jednak /2,
) T
4(1107 1) < 57

a u protivnom Ce predznak biti 7 —";
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e kod drugog integrala, [[qw, dzdz, predznak ¢e biti ”+” ako je kut izmedu trazene normale i
vektora j manji ili jednak 7 /2, a u protivnom ¢ée predznak biti 7 —7; i

e kod treceg integrala, [[qw.dxdy, predznak ée biti ”+” ako je kut izmedu trazene normale i
vektora k manji ili jednak 7/2, a u protivnom ée predznak biti ”—" (vidi primjer 3.1).

Kako smo u izvodu prethodne formule zadanu plohu projicirali na tri koordinatne ravnine, plosni
integral vekorskog polja jo§ zovemo i integral po projekcijama. Uz oznake (2.1) iz prethodnih formula
slijedi

//dedz—l—Qd:ndz—l—Rd:ndy: //(Pcosa+QcosB+Rcosv)dS’.
g S

Primjer 3.2 Izracunajmo

1= //$2dydz—|—y2dxdz—|—22dxdy,
S+

gdje je ST vanjska strana desne polusfere z2 + y? + 22 = a?.

a) Integral ¢emo prvo rijesiti svodenjem na plo$ni integral skalarnog polja prema definiciji 3.4. Ploha
je prikazana na slici 3.10.

Slika 3.10. Desna orijentirana polusfera
Vidimo da se oba dijela plohe, S i S projiciraju na isti skup D u zy-ravnini vrijedi

D={(x,y)| —a<z<a, OgygmL
St z=Ve-a?-y2 (zy) €D,
SQ Z:—\/m7 (l‘,y)ED
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Za plohu S vrijedi (uz a > 0)

9 _ 9= _ Y
0 Ja? — 12—y Oy a2 — 22 —y2’
i
z Y .
Jt+k
2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2 22 _ 42
n(()l) \/a e —y \/a Tl —y 71+%j+ T2 —y k

Dakle,

+a—a? —y2> dx dy.

_ _ 2 T 2 Y
Il_//Wd?_//(I \/a2—x2—y2+y Va2 — a2 —y?
st D

Za plohu Sy vrijedi

0z x 0z Y
ox az_x2_y2’ oy a2_x2_y2’
pa je
x a2 — 72 — 12
n) = —Zio Yy VO owh
a a a

(2)

No, kako nam je potrebna vanjska normala plohe S, umjesto polja vanjskih normala n

(2)

¢emo polje —ny~, sto daje

I = //wdﬁ //( \/7—a+x2+y2>dxdy.

Konacéno,

uzet

3 3 .
I=h+12:2//f”+ydxdy: T =1Cos e, v €0, 7]
\/m y=rsing, re€l0,a

D

3 a4

a
:2/(cos3gp+sin3<p)dg0- S A
2 _ 2 2
0

b) Sada ¢emo itegral rijesiti direktno po projekcijama,

I://:E2dydz+y2d:vdz—|—z2d:vdyzIl—|—IQ—}—.73.

Za integral I1, ploha S se projicira na polukruznici prikazanu na slici 3.11.

Za polovicu polusfere za koju je x > 0 uzimamo predznak ”+” jer je ku vanjske normale s vektorom
i manji ili jednak /2, a za polovicu plosfere za koju je < 0 uzimamo predznak ”—" (vidi sliku
3.10) pa uz z2 = a? — y? — 22 vrijedi
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)

Slika 3.11. Projekcije desne orijentirane polusfere na yz-ravninu i xy-ravninu

Analogno, za I3 imamo

gdje je D3 prikazan na slici 3.11.

Za I3 se cijela ploha S projicira na sredi$nji krug radijusa a u xz-ravnini. Predznak integrala
je 7+” jer vanjska normala zatvara s vektorom j kut manji ili jednak 7/2 (vidi sliku 3.10). Iz

y? = a® — 2 — 2? kona¢no imamo

_r 2 .2 .2 [ x=rcosp, pel0,27]
I_Iz——l-//(a x Z)dxdz_{zzrsin% " c [0.d]
Do

21 a

2 4
—//(aQ—TQ)rdrdcp—%r (azg—il)
0

0

a a4

= — .

0 2

Zadatak 3.2 Rijesite integral iz primjera 3.1 svodenjem na plosni integral skalarnog polja ali tako da
plohu ne treba rastavljati na dva dijela. Objasnite fizikalno rjesenje primjera 3.1 na nacin b).

3.4 Teoremi o divergenciji, gradijentu i rotoru

Cirkulaciju vektorskog polja w kroz zatvorenu orijentiranu plohu S oznac¢avamo s

ﬂwd?.
Kl

Zat_x;orenu plohu koja omeduje zatvoreno podruéje V' C R? (rub podrucja V') oznac¢avamo s 9V odnosno
s OV ukoliko je ploha orijentirana.
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Teorem 3.1 (Teorem o divergenciji, Gauss-Ostrogradski formula) Neka je w : V' — Vi neprekidno
diferencijabilno vektorsko polje i neka je V. C V' C R zatvoreno podrucje omedeno s po dijelovima
glatkom plohom OV (koja ne presijeca samu sebe). Neka je ploha OV orijentirana poljem vanjskih

normala. Tada vrijeds
///divde :ﬂw-nodS.
v av

Teorem 3.1 daje jedno poopcenje Greenovog teorema na trodimenzionalni slu¢aj. Naime, u dvodi-
menzionalnom prostoru Greenovu formulu iz teorema 2.2,

//D @f—gj) dmdyszdHQdy
c

mozemo neformalno interpretirati kao:

integral ”derivacije” po plohi = cirkulacija po orijentiranoj
omedenoj zatvorenom krivuljom krivulji koja omeduje plohu

Analogno, Gauss-Ostrogradski formulu mozemo interpretirati kao

integral ”derivacije” po volumenu = cirkulacija po orijentiranoj
omedenom zatvorenom plohom plohi koja omeduje volumen
Uz oznake

w=Pi+Qj+ Rk, ng = cosai+ cosBj+ cosvKk,

teorem 3.1 mozemo pisati u skalarnoj formi:

/// (8]3 8Q+g]j) dxdydz:#(P cosa + @ cos 5+ R cosvy) dS.

av

Primjer 3.3 Izracunajmo
1 —#m:}dydz + 3 dr dz + 2° dx dy,
El

2 orijentirana poljem vanjskih normala. Iz

ngeJe? sfera z? —|—y +22=a
w=2314+13j+ 23k, divw = 322 + 39% 4 322,
primjenom Gauss-Ostrogradski formule i prelaskom na sferne koordinate imamo

x=rcospsinh, ¢ €0,27]

_ 2 2 2 ) y=rsinpsind, 6¢c 0,7
I_///(Sw T3y 43 dedydz = z =rcosfl r € [0,a

J =r2sin6

27 ™
:3/d<p/sm0d0/ EW(LE’
0
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Primjer 3.4 Izracunajmo
1 :#a:dydz +ydrdz + zdx dy,
Kl

gdje je S proizvoljna po djelovima glatka zatvorena ploha koja omeduje podrucje V' C R3, a orijentirana
je poljem vanjskih normala. Vrijedi

1:/!/(1+1+1)dxdydz:3/v//dxdydz=3v/dv

Dakle, volumen podruéja V jednak je

1
V(V)= B#xdydz—i-yda:dz—i-zdxdy.
K

Ova formula je poopéenje korolara 2.1 za n = 3.

Kao sto smo veé kazali, Teorem o divergenciji daje vezu dvostrukog integrala po plohi i trostrukog
integrala ”derivacije” po podru¢ju omedenom tom plohom. Imamo jo$ dvije slicne veze. Definirajmo

T s fffoaes e
//wdS—1//wxd5+.]//wyd5+k//wzd5

U iskazima sljedeca dva teorema V je podruéje omedeno s po dijelovima glatkom plohom 0V, a
ng je polje vanjskih normala.

Teorem 3.2 (Teorem o gradijentu) Vrijedi

///gradde:#fnodS
\% ov
—iﬂfcosadS—l—jﬂfcosﬂdS—&—kﬂfcos*de.

ov oV ov

Teorem 3.3 (Teorem o rotaciji) Vrijedi

/V//rotde :é@v{(no X w)dS

3.5 Stokesova formula

Stokesova formula je poopéenje Greenove formule iz poglavlja 2.5 na plohe i krivulje u prostoru.

Konzistentna orijentacija plohe i njenog ruba je kada orijentacija ruba zajedno s normalom u svakoj
tocki plohe ¢ine desni koordinatni sustav. Mozemo se izraziti i drukéije: plohu i njen rub orijentiramo
tako da gledano iz vrha bilo koje normale rub bude pozitivno orijentiran. Konzistentne orijentacije
plohe prikazane su na slici 3.12.
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Slika 3.12. Konzistentne orijentacije plohe i njenog ruba
Teorem 3.4 (Stokes) Neka je w : D — Vi neprekidno diferencijabilno vektorsko polje, pri cemu je

D C R3 otvoren skup. Neka je po dijelovima glatka ploha orijentirana poljem jedini¢nih vektora
normale ng i neka je 0@ konzistentno orijentiran tub plohe (0S je po dijelovima glatka krivulja).

Tada vrijeds
//rotwd?—%w dr—fw-tods.
3 5 3s
U skalarnom obliku Stokesova formula glasi

(2R 0q 0P oR 0Q or
%{de—i-Qdy—i-RdZ—// Kay aZ)cosoH- <8z agg)cosﬂ—i— ((% 8y>cosy] ds.
5 s

Primjer 3.5 Izracunajmo cirkulaciju vektorskog polja

w=azyPi+j+z2k

z=1v/2—2%2—y?

orijentiranog u negativnom smislu gledano iz vrha vektora —k.

duz ruba plohe

Ploha S je gornja polusfera radijusa /2. Iz slike 3.13 zaklju¢ujemo da je ploha S orijentirana
vanjskom normalom sfere 22 4+ y? + 22 = 2 te da je rub plohe kruznica K koja omeduje krug D.

Izracunajmo cos v, cos 3 i cosy (odnosno ng) kako bi primijenili skalarni oblik Stokesove formule.
Vrijedi

2 _ 2 _ .2
VETT Y

V2

x . y .
HOZEI‘FEJ"F
pa je
V2 —x2 —y?
I=¢@@*y*de+ dy+ 2 dz) = [(O—O)x+(0—0)y+(0—31‘2y2) ds.

Ovo je plosni integral skalarnog polja kojeg ¢emo rijesiti projiciranjem plohe S na zy-ravninu — pro-
jekcija je sredisnji krug D radijusa v/2. Dakle,

[y VR A
I‘é/“”y) N RN R Rkl
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Slika 3.13. Gornja polusfera i njen rub

T e v

y=rsinp, rel0,V2]
D

2712
——3//7”2005290'r231n2g0-7“d7“d<p—-~——7r.
0 0

|
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